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ა ნ ო ტ ა ც ი ა 

 

ნაშრომში შესწავლილია შემდეგი სახის ფუნქციონალურ-დიფერენციალურ განტოლების   

𝑢(𝑛)(𝑡) + 𝐹(𝑢)(𝑡) = 0 

ასიმპტოტური ყოფაქცევა, სადაც 𝑛 ≥ 2   და    𝐹: 𝐶(𝑅+; 𝑅) → 𝐿𝑙𝑜𝑐(𝑅+; 𝑅)  არის უწყვეტი ასახვა. 

კერძოდ დადგენილია საკმარისი პირობები იმისა, რომ მოცემულ განტოლებას გააჩნდეს A ან 

B თვისება (იხ. განმარტება ქვემოთ). იმ შემთხვევაში, როცა გვაქვს ჩვეულებრივი 

დიფერენციალური განტოლებები. მიღებული შედეგები წარმოადგენს კონდრატიევის, 

ჭანტურიას და კოპლატაძის ზოგიერთი  შედეგის განზოგადოებას. 

 

 

 

Abstract 

 

 

We study asymptotic behavior of  solutions of a  functional differential equation 

𝑢(𝑛)(𝑡) + 𝐹(𝑢)(𝑡) = 0 

where ≥ 2 , 𝐹: 𝐶(𝑅+; 𝑅) → 𝐿𝑙𝑜𝑐(𝑅+; 𝑅)  is a continuous mapping. Sufficient conditions for the equation 

to have the so-called Property A and B are established. In the case of ordinary differential equation the 

oblained results lead to  an generalization of the well-known theorems by Kondrat’ev, Chanturia and 

Koplatade.  
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1. შესავალი 

 

ვთქვათ  𝜏 ∈ 𝐶(𝑅+; 𝑅+),  lim
𝑡→∞

𝜏(𝑡) = +∞ . 𝑉(𝜏)-თი აღვნიშნოთ სიმრავლე ყველა უწყვეტი 

ასახვებისა  𝐹: 𝐶(𝑅+; 𝑅) → 𝐿𝑙𝑜𝑐(𝑅+; 𝑅) ,  რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას:  𝐹(𝑥)(𝑡) =

𝐹(𝑦)(𝑡),  ნებისმიერი 𝑡 ∈ 𝑅+-თვის და 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶(𝑅+; 𝑅), როცა 𝑥(𝑠) = 𝑦(𝑠) , 𝑠 ≥ 𝜏(𝑡) .  

მოცემული ნაშრომი ეძღვნება შემდეგი სახის დიფერენციალური განტოლების  

                                         𝑢(𝑛)(𝑡) + 𝐹(𝑢)(𝑡) = 0                (1.1) 

ამონახსნების ოსცილაციური თისებების შესწავლას, სადაც 𝑛 ≥ 2  და 𝐹 ∈ 𝑉(𝜏). 

ნებისმიერი 𝑡0 ∈ 𝑅+, 𝐻𝑡0,𝜏-თი  აღვნიშნოთ სიმრავლე იმ 𝑢 ∈ 𝐶(𝑅+; 𝑅+)  ფუნქციებისა, 

რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას  

𝑢(𝑡) ≠ 0   როცა  𝑡 ≥ 𝑡∗ ,  სადაც  𝑡∗ = min{𝑡0, 𝜏∗(𝑡0)} ,   𝜏∗(𝑡) = inf {𝜏(𝑠); 𝑠 ≥ 𝑡}. 

მოცემულ შრომაში ყველგან   𝑉(𝜏) და  𝐻𝑡0,𝜏  გამოიყენება მხოლოდ ზემოთ მოცემულ 

აღნიშვნებში, სადაც 𝜏 აკმაყოფილებს ზემოთ მოცემულ პირობებს. 

ყველგან იგულისხმება, რომ  სრულდება ერთ-ერთი  შემდეგი ორი პირობიდან 

𝐹(𝑢)(𝑡) 𝑢(𝑡) ≥ 0    როცა    𝑡 ≥ 𝑡0,     𝑈 ∈ 𝐻𝑡0,𝜏 ,       (1.2) 

ან 

𝐹(𝑢)(𝑡) 𝑢(𝑡) ≤ 0     როცა    𝑡 ≥ 𝑡0,    𝑈 ∈ 𝐻𝑡0,𝜏 .                             (1.3) 

ვთქვათ   𝑡0 ∈ 𝑅+ .  ფუნქციას 𝑢: [𝑡0, +∞) → 𝑅   ვუწოდებთ (1.1) განტოლების წესიერ ამონახსნს, 

თუ იგი აბსოლუტურად უწყვეტია [𝑡0, +∞) -ის ყოველ სასრულ შუალედში თავის 
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წარმოებულებთან ერთად 𝑛 − 1  რიგის ჩათვლით.  sup{|𝑢(𝑠)|: 𝑠 ≥ 𝑡} > 0,   როცა  𝑡 ≥ 𝑡0  და  

არსებობს ფუნქცია �̅� ∈ 𝐶(𝑅+; 𝑅)  ისეთი, რომ   �̅�(𝑡) ≡ 𝑢(𝑡)   როცა  𝑡 ≥ 𝑡0  და ტოლობა   �̅�𝑛(𝑡) +

𝐹(�̅�)(𝑡) = 0  სრულდება თითქმის ყველგან [𝑡0, +∞)-ზე. 

განმარტება 1.1. (1.1) განტოლების წესიერ ამონახსნს 𝑢: [𝑡0, +∞) → 𝑅  ვუწოდებთ რხევადს, თუ 

არსებობს 𝑢 ფუნქციის ნულების მიმდევრობა კრებადი +∞ -სკენ, წინააღმდეგ შემთხვევაში 

ამონახსნს ეწოდება არარხევადი. 

განმარტება 1.2. ვიტყვით, რომ (1.1) განტოლებას  გააჩნია A თვისება, თუ მისი ყოველი 

წესიერი ამონახსნი ლუწი n-ის შემთხვევაში ან რხევადია ან აკმაყოფილებს პირობას 

   |𝑢(𝑖)(𝑡)| ↓ 0 ,   როცა   𝑡 ↑ +∞   (𝑖 = 0, … , 𝑛 − 1).        (1.4) 

განმარტება 1.3. ვიტყვით, რომ 1.1 განტოლებას გააჩნია B თვისება, თუ მისი ყოველი 

წესიერი ამონახსნი ლუწი n ის შემთხვევაში რხევადია, ხოლო კენთი ნ ის შემთხვევაში  ან 

რხევადია ან აკმაყოფილებს (1.4) პირობას ან  

 |𝑢(𝑖)(𝑡)| ↑ +∞ ,  როცა   𝑡 ↑ +∞   (𝑖 = 0, … , 𝑛 − 1),                 (1.5)    

ხოლო კენტი n-ის შემთხვევაში ან რხევადია ნ აკმაყოფილებს (1.5) პირობას.  

ოსცილაციური თვისების შესწავლას ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლების 

შემთხვევაში დიდი ხნის ისტორია აქვს. ჯერ კიდევ კნეზერის მიერ [1] დაისვა შემდეგი 

ამოცანა: რა პირობებს უნდა აკმაყოფილებდეს p ფუნქცია, რომ  

                                  𝑢(𝑛)(𝑡) + 𝑃(𝑡) 𝑢(𝑡) = 0                           (1.6) 

განტოლებას გააჩნდეს იგივე ტიპის ამონახსნები,  როგორიც გააჩნია   𝑢(𝑛) + 𝑢 = 0  და  𝑢(𝑛) −

𝑢 = 0  განტოლებებს. მოგვიანებით ეს თვისებები ჩამოყალიბდა A და B თვისების სახით [1.2]. 

გამოიყენა რა კნეზერმა შტურმის თეორემა, მან დაამტკიცა, რომ თუ  

         lim inf
 𝑡→+∞ 

  𝑡2 𝑝(𝑡) >
1

4
  ,                     (1.7) 

მაშინ  

                                   𝑢′′(𝑡) + 𝑃(𝑡) 𝑢(𝑡) = 0                       (1.8) 

განტოლების ყოველი ამონახსნი რხევადია (ე.ი. გააჩნია A თვისება). 

აღსანიშნავია, რომ (1.7) უტოლობა არ შეიძლება შეიცვალოს არამკაცრი უტოლობით. ეს 

შედეგი (1.8) განტოლების შემთხვევაში განზოგადებული იქნა მრავალი ავტორის მიერ  (იხ.  მ. 

რაბის მიმოხილვითი შრომა [3]). 

რადგან მაღალი რიგის წრფივი დიფერენციალური განტოლების შემთხვევაში შტურმის 

თეორემის ანალოგი არ არის სამართლიანი, ამიტომ მაღალი რიგის განტოლების ამონახსნების 
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ოსცილაციური თვისებების შესწავლა გარკვეულ სირთულეებთან არის დაკავშირებული.  

კნეზერმა  აჩვენა, რომ თუ  

liminf
𝑡→+∞

 𝑡
𝑛
2 𝑝(𝑡) > 0, 

მაშინ (1.6) განტოლებას გააჩნია A თვისება [1]. კნეზერის ამ შედეგის შემდეგ არსებითი შედეგი 

მიღებულ იყო კონდრატიევის მიერ. კერძოდ, მის მიერ დამტკიცებული იყო შემდეგი თეორემა: 

თუ სრულდება  უტოლობა 𝑝(𝑡) ≥ 𝑞(𝑡) ≥ 0   როცა   𝑡 ∈ 𝑅+   და  

                                                            𝑢(𝑛)(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑢(𝑡) = 0                                               (1.9) 

განტოლებას გააჩნია  A თვისება, მაშინ (1.6) განტოლებასაც გააჩნია A თვისება . 

მოგვიანებით ჭანტურიას მიერ [4] დამტკიცებული  იყო შემდეგი თეორემა: 

ვთქვათ სრულდება უტოლობა 𝑝(𝑡) ≤ 𝑞(𝑡) ≤ 0  როცა   𝑡 ∈ 𝑅+  და  (1.9) განტოლებას გააჩნია 

B თვისება, მაშინ (1.6) განტოლებასაც გააჩნია B თვისება. შედარების ამ თეორემებზე 

დაყრდნობით მათ მიერ მიღებულ იქნა შემდეგი სახის ეფექტური პირობები:  ვთქვათ    𝑝(𝑡) ≥

0    (𝑝(𝑡) ≤ 0)         და 

                                       liminf
𝑡→+∞

 𝑡𝑛 |𝑝(𝑡)| > 𝑀𝑛          (𝑀𝑛
∗),    (1.10)                                          

მაშინ (1.6) განტოლებას გააჩნია A (B) თვისება, სადაც  

𝑀𝑛 = max {−𝜆(𝜆 − 1), … , (𝜆 − 𝑛 + 1) ∶  𝜆 ∈ [0, 𝑛 − 1]}, 

𝑀𝑛
∗ = max  {𝜆(𝜆 − 1), … , (𝜆 − 𝑛 + 1)  ∶   𝜆 ∈ [0, 𝑛 − 1]}. 

აღსანიშნავია, რომ (1.10) პირობა არ შეიძლება შეიცვალოს არამკაცრი უტოლობით. წინააღმდეგ 

შემთხვევაში არსებობს ისეთი  𝑝  ფუნქცია, რომ  სრულდება უტოლობა  

liminf
𝑡→+∞

 𝑡𝑛 |𝑝(𝑡)| ≥ 𝑀𝑛   (𝑀𝑛
∗ ). 

მაგრამ, (1.6) განტოლებას არ გააჩნია  A (B) თვისება. 

მოგვიანებით ჭანტურიას მიერ დამტკიცებული იქნა ინტეგრალური შედარების თეორემა, 

რამაც მას მისცა საშუალება მიეღო შემდეგი სახის ეფექტური პირობები იმისა, რომ (1.6) 

განტოლებას გააჩნდეს A (B) თვისება [4]. ვთქვათ  𝑝(𝑡) ≥ 0    (𝑝(𝑡) ≤ 0) და სრულდება 

პირობები  

                                                   liminf
𝑡→+∞

 𝑡 ∫ 𝑠𝑛−2𝑝(𝑠)𝑑𝑠 > 𝑀𝑛
+∞

𝑡
 ,                                  

    liminf
𝑡→+∞

 𝑡2 ∫ 𝑠𝑛−2𝑝(𝑠)𝑑𝑠 >
𝑀𝑛

∗

2

+∞

𝑡
  ,           (1.11) 
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მაშინ    (1.6) განტოლებას  გააჩნია  A(B) თვისება. 

კოპლატაძის მიერ [5] დამტკიცებული იქნა ორი ტიპის ინტეგრალური შედარების 

თეორემები დაგვიანებულ არგუმენტიანი დიფერენციალური განტოლებისათვის, რომელიც 

(1.6) განტოლების შემთხვევაში საშუალებას იძლევა (1.11) პირობის დაზუსტებას. 

კერძოდ,  თუ    𝑝(𝑡) ≤ 0   და  სრულდება უტოლობა  

liminf
𝑡→∞

𝑡 ∫ 𝑠𝑛−2𝑝(𝑠)𝑑𝑠 > 𝑀𝑛 
∗+∞

𝑡
, 

მაშინ (1.6)  განტოლებას გააჩნია  B თვისება [5]. 

მოცემულ სადიპლომო შრომაში მოყვანილი იქნება საკმარისი პირობები იმისა, რომ (1.1) 

განტოლებას  გააჩნდეს  A  ან  B  თვისება. 

 

 

2. ზოგიერთი დამხმარე ლემა 

 
მოცემულ პარაგრაფში ჩვენ მოვიყვანთ მონოტონური და არამონოტონური ფუნქციების 

ზოგიერთ თვისებებს. ქვემოთ, ყველგან �̌�𝑙𝑜𝑐
𝑛−1([𝑡0; +∞])-ით აღვნიშნავთ იმ 𝑢: [𝑡0;  +∞) → 𝑅  

ფუნქციათა სიმრავლეს, რომლებიც აბსოლუტურად უწყვეტია თავის წარმოებულებთან 

ერთად 𝑛 − 1 რიგის ჩათვლით ყოველ [𝑡0;  +∞)  ინტერვალის სასრულ სეგმენტზე. 

ლემა 2.1. ვთქვათ 𝑢 ∈ �̌�loc
𝑛−1([𝑡0;  +∞]),  𝑢(𝑡) > 0, 𝑢𝑛(𝑡) ≤ 0   (𝑢𝑛(𝑡) ≥ 0), როცა       𝑡 ≥ 𝑡0 , და  

𝑢(𝑛)(𝑡) ≠ 0,   +∞-ის ნებისმიერ მიდამოში. მაშინ არსებობს ისეთი 𝑡∗ ≥ 𝑡0 და   𝑙 ∈ {0, … , 𝑛} ,  რომ  

𝑙 + 𝑛  კენტია   (𝑙 + 𝑛 ლუწია)  და  

𝑢(𝑖)(𝑡) > 0    როცა   𝑡 ≥ 𝑡∗    (𝑖 = 0, … , 𝑙 − 1), 

(−1)𝑖+𝑙𝑢(𝑖)(𝑡) > 0    როცა   𝑡 ≥ 𝑡∗    (𝑖 = 𝑙, … , 𝑛 − 1),                (2.1𝑙) 

𝑢(𝑛)(𝑡) ≤ 0    (𝑢(𝑛)(𝑡) ≥ 0)    როცა   𝑡 ≥ 𝑡∗  . 

შენიშვნა 2.1. თუ  𝑙 = 0,  (2.1𝑙)  პირობებში იგულისხმება, რომ სრულდება მეორე და მესამე 

პირობები. 

დამტკიცება. ვთქვათ სრულდება პირობები  𝑢(𝑡) > 0  და 𝑢𝑛(𝑡) ≤ 0 (ანალოგიურად 

მტკიცდება შემთხვევა, როცა  𝑢𝑛(𝑡) ≥ 0),  როცა 𝑡 ≥ 𝑡0 .  რადგან  𝑢𝑛(𝑡) ≤ 0  და  𝑢(𝑛)(𝑡) ≠ 0   როცა  

𝑡 ≥ 𝑡0 ,  ამიტომ მოიძებნება ისეთი  𝑡1 ≥ 𝑡0 ,   რომ სრულდება ერთ-ერთი შემდეგი ორი 

პირობიდან: 
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           𝑢(𝑛−1)(𝑡) > 0   როცა    𝑡 ≥ 𝑡1        (2.2) 

ან 

                       𝑢(𝑛−1)(𝑡) < 0     როცა      𝑡 ≥ 𝑡1  .       (2.3) 

ვთქვათ სრულდება (2.2) პირობა, მაშინ (2.2)-ის თანახმად მოიძებნება ისეთი  𝑡2 ≥ 𝑡1 , რომ  

𝑢(𝑛−2)(𝑡) > 0  ან  𝑢(𝑛−2)(𝑡) < 0  როცა  𝑡 ≥ 𝑡2.  

ვთქვათ სრულდება პირველი პირობა, მაშინ (2.2)-ის თანახმად გვაქვს  

𝑢(𝑛−3)(𝑡) = 𝑢(𝑛−3)(𝑡2) + ∫ 𝑢𝑛−2(𝑠)𝑑𝑠 ≥ 𝑢(𝑛−3)(𝑡0) + 𝑢(𝑛−2)(𝑡2)(𝑡 − 𝑡2) → +∞

𝑡

𝑡2

 

როცა  𝑡 → +∞.  მაშასადამე,  საკმარისად დიდი t-სთვის გვაქვს  𝑢(𝑛−3)(𝑡) > 0 . 

თუ გავაგრძელებთ ანალოგიურ მსჯელობას, მივიღებთ, რომ საკმარისად დიდი t-

ებისათვის 𝑢(𝑖)(𝑡) > 0  (𝑖 = 1, … , 𝑛 − 1). ამ შემთხვევაში 𝑙 = 𝑛 − 1, რაც ამტკიცებს ლემის 

სამართლიანობას. 

ახლა დავუშვათ სრულდება (2.3) პირობა, მაშინ საკმარისად დიდი t-თვის გვაქვს 𝑢(𝑛−2)(𝑡) >

0  ან  𝑢(𝑛−2)(𝑡) < 0. ვთქვათ სრულდება მეორე პირობა, მაშინ (2.3)-ის თანახმად გვექნება  

𝑢(𝑛−3)(𝑡) = 𝑢(𝑛−2)(𝑡3) + ∫ 𝑢𝑛−2(𝑠)𝑑𝑠 ≥ 𝑢(𝑛−3)(𝑡0) + 𝑢(𝑛−2)(𝑡3)(𝑡 − 𝑡3) → +∞

𝑡

𝑡3

 

როცა  𝑡 → +∞,  სადაც   𝑡3  საკმარისად დიდი რიცხვია. თუ გავაგრძელებთ  ანალოგიურ 

მსჯელობას, მივიღებთ, რომ საკმარისად დიდი t-სათვის 𝑢(𝑡) < 0, რაც ეწინააღმდეგება 

მოცემულობას. მაშასადამე  𝑢(𝑛−2)(𝑡) > 0. თუ გავაგრძელებთ ზემოთ მოყვანილ მსჯელობას, 

მარტივად დავადგენთ ისეთი 𝑙 ∈ {0, … , 𝑛 − 1}  არსებობას, რომ    𝑙 + 𝑛  კენტია და სრულდება  

(2.1𝑙) პირობა.   

ლემა 2.2. ვთქვათ 𝑡0 ∈ [0; +∞), 𝑢 ∈ �̌�𝑙𝑜𝑐
𝑛−1([𝑡0;  +∞]) და სრულდება (2.1𝑙)  პირობები, 

რომელიმე  𝑙 ∈ {1, … , 𝑛 − 1},  სადაც  𝑙 + 𝑛   კენტია  (ლუწია).  მაშინ 

∫ 𝑡𝑛−𝑙−1+∞

𝑡0
|𝑢(𝑛)(𝑡)|𝑑𝑡 < +∞,        (2.4) 

   

lim
𝑡→∞

1

𝑡
∫ 𝑠𝑛−𝑙𝑡

𝑡0
|𝑢(𝑛)(𝑠)|𝑑𝑠 = 0,    (2.5) 
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∫ 𝑡−2+∞

𝑡0
∫ 𝑠𝑛−𝑙𝑡

𝑡0
|𝑢(𝑛)(𝑠)|𝑑𝑠𝑑𝑡 < +∞,    (2.6) 

                                                                        

𝑢(𝑖)(𝑡) ≥ 𝑢(𝑖)(𝑡0) +
1

(𝑙 − 𝑖 − 1)! (𝑛 − 𝑙 − 1)!
∫(𝑡 − 𝑠)𝑙−𝑖−1

𝑡

𝑡0

∫ (𝜉 − 𝑠)𝑛−𝑙−1

+∞

𝑠

|𝑢(𝑛)(𝜉)|𝑑𝜉𝑑𝑠 

(𝑖 = 0, … , 𝑙 − 1).      (2.7) 

გარდა ამისა, თუ    

      ∫ 𝑡𝑛−𝑙+∞

𝑡0
|𝑢(𝑛)(𝑡)|𝑑𝑡 = +∞,       (2.8) 

 

მაშინ არსებობს  ისეთი  𝑡∗ > 𝑡0,  რომ  

𝑢(𝑡) ≥
𝑡𝑙−1

𝑙!
𝑢(𝑙−1)(𝑡)   როცა      𝑡 ≥ 𝑡∗ ,    (2.9) 

   lim
𝑡→∞

(𝑢(𝑙−1)(𝑡) − 𝑡𝑢(𝑙)(𝑡)) = +∞              (2.10) 

   
𝑢(𝑖)(𝑡)

𝑡𝑙−𝑖 ↓   ,      
𝑢(𝑖)(𝑡)

𝑡𝑙−𝑖−1 ↑  ,    (𝑖 = 0, … . , 𝑙 − 1).    (2.11𝑙) 

დამტკიცება.  (2.1𝑙)  პირობის თანახმად ცხადია,  რომ: 

∑
(−1)𝑗𝑡𝑗−𝑖𝑢(𝑗)(𝑡)

(𝑗−𝑖)!
𝑘−1
𝑗=𝑖 = ∑

(−1)𝑗𝑡0
𝑗−𝑖

𝑢(𝑖)(𝑡0)

(𝑗−𝑖)!
𝑘−1
𝑗=𝑖 +

(−1)𝑘−1

(𝑘−𝑖−1)!
∫ 𝑠𝑘−𝑖−1𝑡

𝑡0
|𝑢(𝑘)(𝑠)|𝑑𝑠.   (2.12𝑖𝑘) 

აღვნიშნოთ:  

Ψ(𝑡) = ∑
(−1)𝑗𝑡𝑗−𝑖𝑢(𝑗)(𝑡)

(𝑗−𝑖)!
𝑘−1
𝑗=𝑖 , 

𝛷(𝑡) = ∑
(−1)𝑗𝑡0

𝑗−𝑖
𝑢(𝑖)(𝑡0)

(𝑗 − 𝑖)!

𝑘−1

𝑗=𝑖

+
(−1)𝑘−1

(𝑘 − 𝑖 − 1)!
∫ 𝑠𝑘−𝑖−1

𝑡

𝑡0

|𝑢(𝑘)(𝑠)|𝑑𝑠. 

 ცხადია, რომ  𝛹(𝑡0) =  𝛷(𝑡0)  და 

     𝛷′(𝑡) =
(−1)𝑘−1

(𝑘−𝑖−1)!
𝑡𝑘−𝑖−1𝑢(𝑘)(𝑡).       (2.13) 

ვაჩვენოთ, რომ  
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    Ψ′(𝑡) =
(−1)𝑘−1

(𝑘−𝑖−1)!
𝑡𝑘−𝑖−1𝑢(𝑘)(𝑡).      (2.14) 

მართლაც გვაქვს   

Ψ′(𝑡) = (∑
(−1)𝑗𝑡𝑗−𝑖𝑢(𝑗)(𝑡)

(𝑗 − 𝑖)!

𝑘−1

𝑗=𝑖

)

′

= ((−1)𝑗𝑢(𝑖)(𝑡) + ∑
(−1)𝑗𝑡𝑗−𝑖𝑢(𝑗)(𝑡)

(𝑗 − 𝑖)!

𝑘−1

𝑗=𝑖+1

)

′

=

= (−1)𝑗𝑢(𝑖+1)(𝑡) + ∑
(−1)𝑗𝑡𝑗−𝑖−1𝑢(𝑗)(𝑡)

(𝑗 − 𝑖 − 1)!

𝑘−1

𝑗=𝑖+1

+ ∑
(−1)𝑗𝑡𝑗−𝑖𝑢(𝑗+1)(𝑡)

(𝑗 − 𝑖)!

𝑘−1

𝑗=𝑖+1

    

  

უკანასკნელ ჯამში თუ მოვახდენთ გარდაქმნას 𝑗 + 1 = 𝑙 ,  მივიღებთ  

Ψ′(𝑡) = (−1)𝑖𝑢(𝑖+1)(𝑡) + ∑
(−1)𝑗𝑡𝑗−𝑖−1𝑢(𝑗)(𝑡)

(𝑗 − 𝑖 − 1)!

𝑘−1

𝑗=𝑖+1

+ ∑
(−1)𝑙−1𝑡𝑙−𝑖−1𝑢(𝑙)(𝑡)

(𝑙 − 𝑖 − 1)!

𝑘

𝑙=𝑖+2

= 

= (−1)𝑖𝑢(𝑖+1)(𝑡) + ∑
(−1)𝑗𝑡𝑗−𝑖−1𝑢(𝑗)(𝑡)

(𝑗 − 𝑖 − 1)!

𝑘−1

𝑗=𝑖+1

+ ∑
(−1)𝑙−1𝑡𝑙−𝑖−1𝑢(𝑙)(𝑡)

(𝑙 − 𝑖 − 1)!

𝑘−1

𝑙=𝑖+1

− (−1)𝑖𝑢(𝑖+1)(𝑡)   

+
(−1)𝑘−1𝑡𝑘−𝑖−1

(𝑘 − 𝑖 − 1)!
𝑢(𝑘)(𝑡) =

(−1)𝑘−1𝑡𝑘−𝑖−1

(𝑘 − 𝑖 − 1)!
𝑢(𝑘)(𝑡). 

მაშასადამე, სრულდება (2.14) პირობა. ამიტომ (2.13) და (2.14) პირობიდან გამომდინარეობს  

(2.12 ik )  ტოლობის სამართლიანობა. 

თუ   (2.11𝑙𝑛) გავამრავლებთ   (−1)𝑙−1 -ზე  და გავითვალისწინებთ  (2.1𝑙) ,  გვექნება 

1

(𝑛 − 𝑙 − 1)!
∫ 𝑠𝑛−𝑙−1|𝑢(𝑛)(𝑠)|𝑑𝑠 ≤ ∑

𝑡0
𝑗−𝑙

|𝑢(𝑗)(𝑡0)|

(𝑗 − 1)!
.

𝑛−1

𝑘=0

𝑡

𝑡0

 

მაშასადამე, სრულდება  (2.4) პირობა.  

ვთქვათ,   𝜀 > 0    ნებისმიერი დადებითი რიცხვია. (2.4)-ის თანახმად, შევარჩიოთ 

 𝑇 > 𝑡0   ისე,  რომ 

∫ 𝑠𝑛−𝑙−1|𝑢(𝑛)(𝑠)|𝑑𝑠 < 𝜀
+∞

𝑇
. 

ამიტომ მივიღებთ 
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limsup
𝑡→+∞

 
1

𝑡
∫ 𝑠𝑛−𝑙|𝑢(𝑛)(𝑠)|𝑑𝑠 = limsup

𝑡→+∞
 (

1

𝑡
∫ 𝑠𝑛−𝑙|𝑢(𝑛)(𝑠)|𝑑𝑠 +

𝑇

0

1

𝑡
∫ 𝑠𝑛−𝑙|𝑢(𝑛)(𝑠)|𝑑𝑠

𝑡

𝑇

)

𝑡

0

 

≤ limsup
𝑡→+∞

 
1

𝑡
∫ 𝑠𝑛−𝑙|𝑢(𝑛)(𝑠)|𝑑𝑠 + limsup

𝑡→+∞
 
1

𝑡
∫ 𝑠𝑛−𝑙|𝑢(𝑛)(𝑠)|𝑑𝑠 ≤

𝑡

𝑇

𝑇

0

 

≤ limsup
𝑡→+∞

 ∫ 𝑠𝑛−𝑙−1|𝑢𝑛(𝑠)|𝑑𝑠 =

𝑡

𝑇

∫ 𝑠𝑛−𝑙−1|𝑢𝑛(𝑠)|𝑑𝑠 < 𝜀

+∞

𝑇

 . 

რადგან   ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ამიტომ უკანასკნელი ტოლობიდან 

გამომდინარეობს (2.5) პირობის სამართლიანობა. 

(2.12 ik )-ის ანალოგიურად შეგვიძლია ვაჩვენოთ შემდეგი ტოლობის სამართლიანობა 

𝑢(𝑖)(𝑡) = ∑
𝑢(𝑖)(𝑠)

(𝑗−𝑖)!
(𝑡 − 𝑠)𝑗−𝑖 +

1

(𝑘−𝑖−1)!
∫ (𝑡 − 𝜉)𝑘−𝑖−1𝑢(𝑘)(𝜉)𝑑𝜉 .

𝑡

𝑠
𝑘−1
𝑗=𝑖       (2.15𝑖𝑘) 

(2.15𝑖𝑛)   ტოლობაში თუ გადავალთ ზღვარზე  როცა 𝑠 → ∞     და გავითვალისწინებთ    

 (2.1𝑙)  მივიღებთ 

|𝑢(𝑖)(𝑡)| ≥
1

(𝑛−𝑙−1)!
∫ (𝑠 − 𝑡)𝑛−𝑖−1|𝑢(𝑛)(𝑠)|𝑑𝑠,   

+∞

𝑡
 𝑡 > 𝑡0    (𝑖 = 𝑙, … , 𝑛 − 1) .   (2.16𝑖)  

ანალოგიურად   (2.15𝑖𝑙) -დან,  როცა   𝑠 = 𝑡0 ,  გვაქვს 

|𝑢(𝑖)(𝑡)| ≥ 𝑢(𝑖)(𝑡0) +
1

(𝑙−𝑖−1)!
∫ (𝑡 − 𝜉)𝑙−𝑖−1|𝑢(𝑙)(𝜉)|𝑑𝜉

𝑡

𝑡0
     როცა  𝑡 ≥ 𝑡0. 

ამრიგად  (2.16𝑖) -ის თანახმად მივიღებთ (2.7) უტოლობას. 

ვიგულისხმოთ ახლა, რომ სრულდება (2.8) პირობა. თუ ვისარგებლებთ (2.1𝑙) პირობით,   

(2.12𝑙−1;𝑛)-დან მივიღებთ  

𝑢(𝑙−1)(𝑡) − 𝑡𝑢(𝑙)(𝑡) = 

= ∑
𝑡𝑗−𝑙+1

(𝑗−𝑙+1)!
|𝑢(𝑗)(𝑡)| +𝑛−1

𝑗=𝑙−1 ∑
(−1)𝑗+𝑙−1𝑡0

𝑗−𝑙+1

(𝑗−𝑙+1)!
|𝑢(𝑗)(𝑡0)|𝑛−1

𝑗=𝑙−1
1

(𝑛−𝑙)!
∫ 𝑠𝑛−𝑙|𝑢(𝑛)(𝑠)|𝑑𝑠

𝑡

𝑡0
. 

ამრიგად, უანასკნელი ტოლობიდან (2.8)-ის თანახმად გვაქვს (2.9) უტოლობა. 

ნებისმიერი  𝑡 ≥ 𝑡0  და  𝑖 ∈ {1, … , 𝑙} -თვის  აღვნიშნოთ  
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𝛾𝑖(𝑡) = 𝑖𝑢(𝑙−1)(𝑡) − 𝑡𝑢(𝑙−𝑖+1)(𝑡) = −𝑡𝑖+1(𝑡−𝑖𝑢(𝑙−1)(𝑡))′ ,                     (2.17) 

𝑟𝑖(𝑡) = 𝑡𝑢(𝑙−𝑖+1)(𝑡) − (𝑖 − 1)𝑢(𝑙−𝑖)(𝑡) = 𝑡𝑖(𝑡1−𝑖𝑢(𝑙−𝑖)(𝑡))′  .                 (2.18) 

(2.10)-ის თანახმად, თუ გამოვიყენებთ ლოპიტალის წესს, გვაქვს 

lim
𝑡→+∞

𝑢(𝑙−𝑖)(𝑡)

𝑡𝑖−1 = +∞      (𝑖 = 1, … , 𝑙)                                       (2.19) 

მართლაც (2.10)-ის თანახმად, როცა 𝑖 = 1 , (2.19)-ის სამართლიანობა ცხადია. დავუშვათ (2.19) 

სამართლიანია 𝑖 = 𝑖0𝜖{1, … , 𝑙 − 1}-თვის. მაშინ თუ ვისარგებლებთ ლოპიტალის წესით, 

გვექნება: 

lim
𝑙→+∞

𝑢(𝑙−𝑖0−1)(𝑡)

𝑡𝑖0
=

1

𝑖0
lim

𝑡→+∞

𝑢(𝑙−𝑖0)(𝑡)

𝑡𝑖0−1 = +∞. 

მაშასადამე (2.19) სამართლიანია ნებისმიერი 𝑖 ∈ {1, … , 𝑙}-თვის. ამრიგად (2.19) და (2.18)-ის 

თანახმად, არსებობს ისეთი 𝛼𝑙 ≥ ⋯ ≥ 𝛼1, რომ  𝑟𝑖(𝛼𝑖) > 0  (𝑖 = 1, … , 𝑙 − 1).     რადგან 𝑟1(𝑡) =

𝑡 𝑢𝑙(𝑡) > 0    და   𝑟𝑖+1
′ (𝑡) = 𝑟𝑖(𝑡) , როცა   𝑡 > 𝑡0,   (𝑖 = 1, … , 𝑙 − 1)  ცხადია, რომ   𝑟𝑖(𝑡) > 0   როცა  

𝑡 ≥ 𝛼𝑖0
.  ანალოგიურად, (2.10)-ის თანახმად  ჩვენ გვაქვს   𝛾𝑖(𝑡) → +∞  როცა  𝑡 → +∞  და  

𝛾𝐼+1
′ (𝑡) = 𝛾𝑖(𝑡). მაშასადამე  𝛾𝑖(𝑡) → +∞, როცა  𝑡 → +∞,  𝑖 = (1, … , 𝑙) .  

ამრიგად (2.17) და (2.18) ძალით ჩვენ მივიღებთ (2.11𝑙). მეორეს მხრივ (2.17)-ის თანახმად  

დიდი  𝑡 -სთვის გვაქვს  

𝑖𝑢(𝑙−𝑖)(𝑡) ≥ 𝑡 𝑢(𝑙−1)(𝑡)       (𝑖 = 1, … , 𝑙). 

ამრიგად სამართლიანია (2.9)  შეფასება. 

ახლა ვაჩვენოთ (2.6) უტოლობის სამართლიანობა. მართლაც, თუ (2.8) პირობა არ 

სრულდება, მაშინ ცხადია (2.6) პირობა სრულდება. ამიტომ ვიგულისხმოთ, რომ სრულდება 

(2.8)  პირობა. თუ  მივიღებთ მხედველობაში (2.1  ) და (2.8)-ს, (2.15 n1 )-დან გამომდინარეობს, 

რომ არსებობს ისეთი 01 tt  , რომ 
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nn tuttudssus
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1

)()()(
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  როცა 1tt  . 

ამიტომ (2.11 1 )-ის  თანახმად გვაქვს 
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ამრიგად, სრულდება (2.6) უტოლობა, რაც ამტკიცებს მოცემული ლემის სამართლიანობას. 

ლემა 2.3. ვთქვათ 2n ,  1,,1  n ,  ),[
~

0

1

0   tCu n

loc . მაშინ ადგილი აქვს შემდეგ 

ტოლობებს 

),,,1()()1()( )(

0

)(    nituttu iii

i    (2.20) 

სადაც 

).,,1()()()1()( 11    nituttuitu iii    (2.21) 

დამტკიცება. როცა 1i , (2.20) ტოლობა ცხადია. დავუშვათ ეხლა, რომ (2.20) სამართლიანია 

რომელიმე i-თვის )1(  ni  და ვაჩვენოთ, რომ (2.20) ტოლობა სამართლიანი იქნება 1i -

თვის. მართლაც, (2.21)-ის თანახმად, გვაქვს 
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ამრიგად, (2.20) სამართლიანია ნებისმიერი    ni ,,1 -თვის. 

ლემა 2.4. ვთქვათ )0[0 t ,  ),[
~

0

1

0   tCu n

loc  და ნებისმიერი  1,,1  n , სადაც 

n  კენტია ( n  ლუწია) სრულდება (2.1  ) და (2.8) პირობები. მაშინ არსებობს  ისეთი 0* tt 

, რომ 

dsdustss
n

t
tu

t
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s

t

nn
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(2.22) 

დამტკიცება. (2.1  ) და (2.7)-ის თანახმად 
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(2.6)-ის თანახმად, ცხადია, რომ (2.24) ტოლობის მარჯვენა მხარეში მოცემული ინტეგრალი 

არსებობს და სრულდება (2.21) ტოლობა, სადაც 

.)()(
)!1(

1
)(

),1,,0(
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dssussttu
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dsdustss
in

t
tu

n

t

t

n

n

n

t

n

s

t

inn
i

i



 



































  (2.25) 

მაშასადამე, 2.3 ლემის თანახმად გვაქვს 

)()()1( )()(

0 tutu nnn   როცა   ,0tt      (2.26) 

სადაც n  კენტია ( n  ლუწია), (2.24), (2.26) და ლემა 2.1-ის  თანახმად, არსებობს

 1,,0  n , სადაც n  კენტია ( n  ლუწია) ისეთი, რომ 

),,,0(0)()(

0   itu i  

)1,,(0)()1( )(

0 
 nitu in 

 
როცა   .0tt    (2.27   ) 

ცხადია, რომ    არის ლუწი რიცხვი. ეხლა ვაჩვენოთ, რომ არსებობს ისეთი 0* tt  , რომ
 

 ttut  )(0

1 როცა   .*tt      2.28) 

(2.24) და (2.6)-ის თანახმად ცხადია, რომ საკმარისად დიდი t -თვის ttu )(0 . მეორეს მხრივ 

(2.8)-ის თანახმად, არსებობს ისეთი 01 tt  , რომ 

.2)!1()!1()( 1)(
1

0
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n ncdssus   

ამიტომ (2.24)-დან გვაქვს 
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რადგან 
2

1
1 










s


 როცა 10 tt    და 12ts  . ამიტომ უკანასკნელი უტოლობიდან  

მივიღებთ 
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როცა .1tt   

მაშასადამე, საკმარისად დიდი t -სთვის სრულდება (2.28) უტოლობა. მეორეს მხრივ (2.1  )და 

(2.27   )-დან თუ გავითვალისწინებთ იმ ფაქტს, რომ   ლუწია, გამომდინარეობს, რომ  

. 

ვაჩვენოთ, რომ  

).1,,0(0)(lim )(

0 


 nitut ii

t
    (2.29) 

მართლაც, თუ გამოვიყენებთ (2.25)-ს გვექნება 

 

.)()()(

)!1()!1(

1
)(

)(

)(1

)(

0

)(

0

j

t

nn

s

t

iinn

ji

j

j

i

dsdustss

tC
in

tu





















 











 








   (2.30) 

ვთქვათ 1 inj  . მაშინ (2.6)-ის თანახმად მივიღებთ 



16 
 

 

.)()!1()!(

)()!1()!(

)()()()!1()!(

)()()()(

)(22

)(2

)(11

)(

)(11)(

0

0

0

0

dsdusini

dsdustini

dsdustsstini

dsdustsstt

t

n

s

t

n

t

n

t

njiij

t

n

s

t

njinnji

j

t

n

s

t

ninnji

ij

s

 

 

 

 



























































 

აქედან (2.6)-ის თანახმად გვაქვს 

0)( tij როცა t ).1,,0(  ini   

ვთქვათ 1 inj  . მაშინ გვაქვს 
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 (2.31) 

მეორეს მხრივ (2.5)-ის თანახმად 
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როცა t ).,,(  inj   ამიტომ (2.31)-ის ძალით გვაქვს 

0)( tij როცა  t ).,,(  ini   
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რაც ამტკიცებს (2.29) პირობის სამართლიანობას. 

მაშასადამე, (2.29)-ის თანახმად 
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მოცემული ტოლობიდან მივიღებთ 
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როცა .0tt   

ამრიგად, თუ  მხედველობაში მივიღებთ (2.23) და (2.24)-ს გვექნება 
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(2.8)-ის თანახმად, არსებობს ისეთი 0tti  , რომ  
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ამიტომ (2.31)-ის თანახმად მივიღებთ 
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რაც ამტკიცებს ლემის სამართლიანობას. 

 

 

3. მონოტონური ამონახსნების არსებობის აუცილებელი პირობები 

 

ამ პარაგრაფში მიღებული იქნება (2.1  ) ტიპის ამონახსნების არსებობის აუცილებელი 

პირობები, რომლებსაც არსებითი მნიშვნელობა აქვს იმისათვის, რომ მომდევნო პარაგრაფში 

დადგენილი იყოს საკმარისი პირობები იმისა, რომ (1.1) განტოლებას გააჩნდეს A ან B თვისება.  

ქვემოთ ყველგან იგულისხმება, რომ სრულდება შემდეგი უტოლობა 
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 როცა ,, ,0 0 tHutt    (3.1) 

( ,0t
H  სიმრავლის განმარტება იხ. მე-3  გვერდზე), სადაც  

)()(),;(,,,1)(0 iiij ttRRt i      
როცა  ,Rt   (3.2) 




 RRRrt i
t

:,)(lim   არის უწყვეტი t -ს მიმართ და არაკლებადი s -ის მიმართ

),,1( mi  . 

მოცემულ შრომაში ქვემოთ ყველგან ვისარგებლებთ შემდეგი აღნიშვნებით: 
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ვთქვათ Rt0 , }1,,1{  n . 
0,tU -ით აღვნიშნავთ (1.1) განტოლების ამონახსნთა 

სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ (2.1  ) პირობას 
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u Uu

t

tu
  










 

   (3.3) 

  ;0:)(,),(,maxmax)( 1 tsssst m       (3.4) 
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 (3.5) 

შენიშვნა 3.1. u,  სიმრავლის განმარტების შემთხვევაში, თუ არ არსებობს ],1[   , 

რომლისთვისაც სრულდება პირობა 0)(inflim 


tut

t

 , მაშინ იგულისხმება რომ  u, . 

თეორემა 3.1. ვთქვათ VF , სრულდება (), (), (3.1), (3.2) პირობები, }1,,1{  n , სადაც 

n  კენტია ( n  ლუწია), 
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     (3.7  ) 

    
.0)(inflim 0 


 t

t
     (3.8) 

გარდა ამისა, რომელიმე Rt0 -თვის 
0,tU , მაშინ არსებობს ისეთი ],1[0   , რომ 

  ,)!1()!1(),,(inflimsuplim 0
0
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 (3.10) 
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დამტკიცება. ვთქვათ Rt0 და 
0,tU . 

0,tU  სიმრავლის განმარტების თანახმად (1.1) 

განტოლებას გააჩნია 
0,tUu   ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს (2.1  ) პირობას. (2.1  )  და 

(3.1)-ის თანახმად ცხადია სრულდება (2.6  ) პირობა. მართლაც, (2.1  )-ის თანახმად არსებობს 

ისეთი 01 tt   და ]1,0(c , რომ 

1)(  tctu როცა .1tt   

ამიტომ 
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1
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სადაც n  კენტია n  ლუწია). მოცემულ უტოლობას თუ გავამრავლებთ 1t -ზე და 

გავითვალისწინებთ იმ ფაქტს, რომ 0)()1( )(   tu nn  , მივიღებთ 
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საიდანაც (3.6  )-ის თანახმად გვაქვს 

.|)(| )(

1




 dssus n

t

n   

ე.ი. სრულდება (2.6) პირობა. ამიტომ 2.2 ლემის თანახმად არსებობს ისეთი 00 c , რომ 

0

)(
c

t

tu



  
როცა   .t  

ვაჩვენოთ, რომ 00 c . მართლაც, დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვთქვათ  00 c . მაშინ არსებობს 

ისეთი 12 tt  , რომ 

tctu 0)( 
 
როცა   .2tt   

ამიტომ (3.1) და (2.1  )-ის თანახმად (1.1)-დან მივიღებთ 
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რაც ეწინააღმდეგება (2.6) პირობას. მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს, რომ 
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0
)(


t

tu
როცა   .t     (3.11) 

2.4 ლემის თანახმად არსებობს ისეთი 1* tt  , რომ 
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  (3.12  ) 

მეორეს მხრივ  

.0
)(

lim,
)(

lim
1


  t

tu

t

tu

tt
    (3.13) 

აღვნიშნოთ u, -ით ის ],1[    სიმრავლე, რომელთათვისაც სრულდება პირობა 

.0
)(

inflim 
 t

tu

t
     (3.14) 

(3.13)-ის თანახმად ცხადია რომ  u,  
და ],1[0   , სადაც u,0 inf  . ამიტომ

],1[,   u . (3.14)-ის ძალით გვაქვს 
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inflim,0
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inflim )0(20010 )(
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აღვნიშნოთ 
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    (3.16) 

და  

 .:)(min)(~
* tstst       (3.17) 

(3.8) და (3.15)-ის თანახმად ცხადია, რომ 
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მართლაც, (3.8)-ის თანახმად არსებობს 01   და 12 tt   ისეთი, რომ 1)(  t  როცა 2tt  . 

ამიტომ (3.15)-ის პირველი პირობის თანახმად არსებობს }{ kt წერტილთა მიმდევრობა ისეთი, 

რომ 
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tlim  და 
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lim
)( 010
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ამიტომ საკმარისად დიდი k -თვის გვაქვს 

0
)()(

1

010010 )(

)(

)(




































  h

k

k

t

h

k

k

t

tu

t

tu
k

  

როცა   .k  

ე.ი.  სრულდება (3.16) პირობა. ეხლა ვაჩვენოთ, რომ 

.)(~lim
)( 0 
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t
     (3.19) 

მართლაც, (3.16) და (3.17)-ს თანახმად ნებისმიერი *tt  -თვის მოიძებნება  ისეთი ],[ * ttst  , 

რომ  
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და (3.15)-ის პირველი პირობის თანახმად ts   როცა t . ამიტომ რადგან 0)(~ t  
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  (3.20) 

როცა t . მაშასადამე სრულდება (3.19) პირობა. რადგან 

0
)(

)( 010


  h

t

t

s

su
  როცა  ,t  

ამიტომ (3.20)-დან გამომდინარეობს (3.19). მაშასადამე გვაქვს 

0)(~ t   როცა   t და )(~)( tt    როცა  ,t  
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სადაც    და ~  მოცემულია (3.16) და (3.17) ტოლობებით, ხოლო   ფუნქცია მოცემულია  

ტოლობით 
)( 0)(

 h
tt  . ამიტომ 2.5 ლემის თანახმად, არსებობს 



3}{ kkt  წერტილთა ისეთი 

მიმდევრობა, რომ kt  
როცა k  და  

      )()( 00

)()(~)()(~  
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ttss   როცა  ,kts     (3.21) 
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    (3.22) 

სადაც  ფუნქცია მოცემულია (3.4) ტოლობებით. საკმარისად დიდი k -თვის (3.12  )-დან 

გვაქვს 
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სადაც~ ფუნქცია მოცემულია (3.16) და (3.17) ტოლობებით. აქედან ფუნქციის განმარტების 

და ~  ფუნქციის არაზრდადობის თანახმად, უკანასკნელი უტოლობიდან გვაქვს 
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აქედან (3.21) და (3.22)-ის თანახმად, მივიღებთ 
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აქედან მარტივად გამომდინარეობს შემდეგი უტოლობა 
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როცა k  და   1)( kt , ამიტომ უკანასკნელი უტოლობიდან 

საკმარისად დიდი k -სთვის მივიღებთ 
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მაშასადამე 
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საიდანაც საბოლოოდ მივიღებთ 
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,)!1()!1(),,(inflimsuplim 0
0












 ntg
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სადაც g ფუნქცია მოცემულია (3.10) ტოლობით, რაც ამტკიცებს თეორემის სამართლიანობას. 

თეორემა 3.2. ვთქვათ სრულდება 3.1 თეორემის პირობები და 

),,,1(0
)(

inflim
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mi
t

t
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    (3.23) 

მაშინ არსებობს ისეთი ],1[0   , რომ 
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   (3.24) 

სადაც 
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 (3.25) 

დამტკიცება. (3.23) და (3.4)-ის თანახმად ცხადია არსებობს ისეთი Rt  და 0c , რომ 

c
t

t


)(
  

როცა  ,2ts      (3.26) 

სადაც ფუნქცია მოცემულია (3.4) ტოლობით. (3.26)-ის თანახმად გვაქვს 

),,(),,( 01,

)(

0
0   tgctg

h

  როცა  ,02 tts     (3.27) 

სადაც g
 
და 1,g

 
ფუნქციები მოცემულია შესაბამისად (3.10) და (3.25) ტოლობებით. (3.26) 

უტოლობიდან გვაქვს 
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ამიტომ თუ გავითვალისწინებთ (3.5) და (3.9) გვექნება 
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ე.ი. სრულდება (3.24) პირობა, რაც ამტკიცებს თეორემის სამართლიანობას. 

 

 

4. მონოტონური ამონახსნების არარსებობის საკმარისი პირობები 

 

მოცემულ პარაგრაფში მოყვანილი იქნება საკმარისი პირობები იმისა, რომ (1.1) განტოლებას 

არ გააჩნდეს წესიერი ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს (2.1  ) პირობას. 

თეორემა 4.1. ვთქვათ სრულდება (1.2), ((1.3)), (3.1), (3.2), (3.6  )-(3.8) პირობები, 

 1,,1  n , სადაც n  კენტია ( n  ლუწია) და ნებისმიერი ],1[   -თვის 

სრულდება პირობა 

  )!1()!1(),,(inflimsuplim
0




 ntg
t




   (4.1  ) 

მაშინ ნებისმიერი   0,0 , tURt  ,  სადაც g  ფუნქცია მოცემულია (3.10) ტოლობით. 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვთქვათ არსებობს Rt0  და  ,1,,1  n  

სადაც n  კენტია ( n  ლუწია) ისეთი, რომ 
0,tU  .ამრიგად, (1.1) განტოლებას გააჩნია 

),0(),[: 0 tu
 

ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს (2.1  ) პირობას. სრულდება 3.1 

თეორემის პირობები. ამიტომ არსებობს ისეთი ],1[0   , რომ სრულდება (3.9) პირობა. რაც 

ეწინააღმდეგება (4.1  ) პირობას. მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს თეორემის 

სამართლიანობას. 

თუ ვისარგებლებთ 3.2 თეორემით, ანალოგიურად ვაჩვენებთ შემდეგი თეორემის 

სამართლიანობას. 
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თეორემა 4.2.  ვთქვათ სრულდება (1.2), ((1.3)), (3.1), (3.2), (3.6  )-(3.8) და (3.23) პირობები, 

 1,,1  n , სადაც n  კენტია ( n  ლუწია) და ნებისმიერი ],1[   -თვის 

სრულდება პირობა 

  )!1()!1(),,(inflimsuplim 1,
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   (4.2  ) 

მაშინ ნებისმიერი   0,0 , tURt   ,  სადაც 1,g  ფუნქცია მოცემულია (3.25) ტოლობით. 

თეორემა 4.3.  ვთქვათ სრულდება (1.2), ((1.3)), (3.1), (3.2), (3.6  )-(3.8) და (3.23) პირობები,  

სადაც n  კენტია ( n  ლუწია) და ნებისმიერი ],1[   -თვის  არსებობს  ისეთი 1 , 

რომ სრულდება პირობა 
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  (4.3  ) 

მაშინ ნებისმიერი Rt0 გვაქვს .
0, tU  

დამტკიცება. 4.2 თეორემის თანახმად, საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ  (4.3  ) პირობიდან 

გამომდინარეობს (4.2  ) უტოლობა. განვიხილოთ შემთხვევა 1 . მაშინ (4.3  ) თანახმად 

არსებობს ისეთი 00   და 01 tt  , რომ 
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რადგან 1 , ამიტომ არსებობს ისეთი ),0( 01   , რომ 
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  )!2(),,(1,1 ntg როცა ,,0 11 tt    

სადაც 0 . მაშასადამე სრულდება (4.2 1 ) უტოლობა. 

ეხლა ვიგულისხმოთ 1 . ვაჩვენოთ, რომ სრულდება (4.2  ) პირობა. მართლაც   (4.3  )-ის 

თანახმად გვაქვს 
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მაშასადამე სრულდება 4.2 თეორემის პირობები, რაც ამტკიცებს მოცემული თეორემის 

სამართლიანობას. 

თეორემა 4.4.  ვთქვათ სრულდება (1.2), ((1.3)), (3.1), (3.2), (3.6  )-(3.8) და (3.23) პირობები,  

სადაც n  კენტია ( n  ლუწია) და ნებისმიერი ],1[   -თვის  არსებობს  ისეთი 1 , 

რომ  
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  (4.6) 

მაშინ ნებისმიერი Rt0 -თვის გვაქვს .
0, tU  

დამტკიცება. თეორემის დასამტკიცებლად საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ (4.6) პირობიდან 

გამომდინარეობს (4.3  ) პირობა. (4.6)-ის თანახმად მოიძებნებაისეთი 01 tt    და 01  , რომ 
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რადგან 1 , ამიტომ 
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ე.ი. სრულდება (4.3  ) პირობა. რაც ამტკიცებს თეორემის სამართლიანობას. 

 

 

5. დიფერენციალური განტოლებები A და B თვისებებით 
 

მე-4 პარაგრაფში მიღებული შედეგების გამოყენებით მარტივად მტკიცდება საკმარისი 

პირობები იმისა, რომ (1.1) განტოლებას გააჩნდეს A ან B თვისება. 

თეორემა 5.1.ვთქვათ )(VF , სრულდება (1.2), (3.1), (3.2) პირობები, ნებისმიერი 

 1,,1  n -თვის,  სადაც n კენტია სრულდება (3.6  )-(3.8), (4.1  ) პირობები და კენტი n

-ის შემთხვევაში 

  .)),(()),((
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i

iiii

n dtttrttrt      (5.1) 

მაშინ (1.1) განტოლებას გააჩნია A თვისება. 

დამტკიცება. ვთქვათ (1.1) განტოლებას გააჩნია წესიერი ამონახსნი ),0(),[: 0 tu  

(შემთხვევა როცა 0)( tu განიხილება ანალოგიურად).  (1.2) და 2.1 ლემის თანახმად არსებობს 

ისეთი  1,,0  n , რომ ამონახსნი n  კენტია და სრულდება (2.1  ) უტოლობა. რადგან 

ნებისმიერი  1,,1  n , სადაც n  კენტია, სრულდება (4.1  ) პირობა, ამიტომ4.1 

თეორემის თანახმად  1,,0  n . მაშასადამე n  კენტია და 0 . ამ შემთხვევაში ვაჩვენოთ, 

რომ სრულდება (1.4) პირობა. დავუშვათ საწინააღმდეგო. მაშინ არსებობს ისეთი ]1,0[c  და 

01 tt  , რომ  ctu i ))((  როცა 1tt  . ამიტომ (1.1)-დან (2.1), (3.1) და (2.1 0 )-ის თანახმად გვაქვს 
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ეს უკანასკნელი უტოლობა ეწინააღმდეგება (5.1) პირობას, რაც ამტკიცებს თეორემის 

სამართლიანობას. 
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თუ გავითვალისწინებთ 4.2-4.4 თეორემებს, ანალოგიურად ვაჩვენებთ შემდეგი თეორემის 

სამართლიანობას 

თეორემა 5.2. ვთქვათ )(VF , სრულდება (1.2), (3.1), (3.2) პირობები და ნებისმიერი 

 1,,1  n -თვის,  სადაც n კენტია სრულდება (3.6  )-(3.8), (4.2  ) (სრულდება (4.3  ) ან 

(4.4  ) პირობები. გარდა ამისა, თუ კენტი n -ის შემთხვევაში სრულდება (5.1) პირობა, მაშინ 

(1.1) განტოლებას გააჩნია A თვისება. 

თეორემა 5.3. ვთქვათ )(VF , სრულდება (1.2) და  
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(5.2)  

სადაც  ),0[),,0(,),,(   dRRCp iii  . მაშინ პირობა 
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 (5.3) 

საკმარისია იმისთვის, რომ (1.1) განტოლებას გააჩნია A თვისება. 

დამტკიცება. თეორემის დასამტკიცებლად საკმარისია რომ (5.3) პირობიდან 

გამომდინარეობდეს (4.4 t ) პირობა ნებისმიერი  1,,1  n , სადაც n კენტია, გარდა 

ამისა, ცხადია სრულდება (5.1) პირობა, სადაც stptsr ii )(),(  , ,)()( tt ii   tt ii  )( . 

მართლაც, ამ შემთხვევაში (5.1) პირობა მიიღებს შემდეგ სახეს 
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მეორესმხრივ, მარტივიაჩვენებაიმისა, რომ (5.3) პირობიდანგამომდინარეობს 
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მაგრამ, რადგანაც 
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 , ამიტომ (5.5)-დან გამომდინარეობს (5.4)-ის 

სამართლიანობა. რაც ამტკიცებს თეორემის სამართლიანობას. 

ქვემოთ ვიგულისხმოთ, რომ (3.1) უტოლობის მაგივრად სრულდება უტოლობა 
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თეორემა 5.4.ვთქვათ )(VF , სრულდება (1.2), (5.6), (5.7) პირობები  და ნებისმიერი

],1[   , }1,,1{  n -თვის, სადაც n  კენტია 
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მაშინ (1.1) განტოლებას გააჩნია A თვისება, სადაც 
g  ფუნქცია მოცემულია შემდეგი 

ტოლობით 
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,1h 2h და h  ფუნქციები მოცემულია (3.5) ტოლობებით,  

 tssst mi   0:))(:)(,max(max)( , ii t  )( . 

დამტკიცება. (5.6)-ის თანახმად ცხადია, რომ სრულდება (3.1) უტოლობა, სადაც 
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მაშასადამე, თუ მივიღებთ მხედველობაში (1.2), (5.6)-(5.10) პირობებს, ცხადია სრულდება 

4.1 თეორემის პირობები. რაც ამტკიცებს მოცემული თეორემის სამართლიანობას. 

თუ გავითვალისწინებთ 4.4 თეორემას, ანალოგიურად მტკიცდება 

თეორემა 5.5. ვთქვათ )(VF , სრულდება (1.2), (5.6)-(5.10) პირობები  და ნებისმიერი 
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მაშინ (1.1) განტოლებას გააჩნია A თვისება. 

შედეგი 5.1. ვთქვათ )(VF , სრულდება (1.2) და 
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სადაც ).,,1(),0(),;( miRRCp ii     მაშინ იმისათვის რომ (1.1) განტოლებას 

გააჩნდეს A თვისება, საკმარისია 
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თეორემა 5.6.ვთქვათ )(VF , სრულდება (1.3), (3.1), (3.2) და ნებისმიერი },1,,1{  n  

სადაც n  ლუწია სრულდება (3.6  )-(3.8), (4.1  ) და (3.6 n ) პირობები. გარდა ამისა, თუ ლუწი 

n -ის შემთხვევაში სრულდება (5.1), მაშინ (1.1) განტოლებას გააჩნია B თვისება. 

დამტკიცება. ვთქვათ (1.1) განტოლებას გააჩნია წესიერი ამონახსნი ),0(),[ 0 tu . (1.3) 

და ლემა 2.2-ის თანახმად, არსებობს ისეთი  n,,1 , რომ n  ლუწია და სრულდება (2.1

 ) უტოლობა. რადგან ნებისმიერი  2,,1  n , სადაც n ლუწია სრულდება (4.1  ) 

პირობა, ამიტომ 4.1 თეორემის თანახმად,  2,,1  n . მაშასადამე n  ლუწია და 0  ან

n . პირველ შემთხვევაში 5.1 თეორემის შემთხვევაში ვაჩვენებთ, რომ სრულდება (1.4) 
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პირობა. დავუშვათ n . მაშინ (2.1 n )-ის თანახმად, ცხადია, რომ არსებობს ისეთი 0c , რომ 

საკმარისად დიდი t -თვის 1)(  ntctu ). ამიტომ (3.1)-ის თანახმად, (1.1)-დან გვაქვს 
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 როცა 1tt  . 

ამიტომ (3.6)-ის თანახმად ცხადია სრულდება (1.5) პირობა. ე.ი. (1.1) განტოლებას გააჩნია B 

თვისება.  

თუ გავითვალისწინებთ 5.1-5.7 თეორემების დამტკიცებას, მარტივად ვაჩვენებთ, ქვემოთ 

მოყვანილი თეორემების სამართლიანობას. 

თეორემა 5.7. ვთქვათ )(VF , სრულდება (1.3), (3.1), (3.2) პირობები და ნებისმიერი

 n,,1 , სადაც n ლუწია სრულდება (3.6  )-(3.8), (4.2  ) (სრულდება (4.3  ) ან (4.4 

))პირობები. გარდა ამისა,  თუ ლუწი n -ის შემთხვევაში სრულდება (5.1) პირობა, მაშინ (1.1) 

განტოლებას გააჩნია B თვისება. 

თეორემა 5.8. ვთქვათ )(VF , სრულდება (1.3), (5.2) პირობები. მაშინ პირობა 
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საკმარისია იმისათვის, რომ (1.1) განტოლებას გააჩნეს B თვისება. 

შედეგი 5.2. ვთქვათ )(VF , სრულდება (1.3), (5.12) პირობები და  

,]1,0[:)1()1(max
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 მაშინ (1.1) განტოლებას გააჩნია B თვისება. 
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